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I Espacios Vectotiales

LI Espacios Vectoriales

Definicion: (Espacio Vectorial)
Dado un cuerpo (K, +, -). Entonces, un conjunto V # @. Se dice que (V,+,-)esun K-espacio vectorial sin se cumple que,
para i, v, w € Vy A, u € K: Suma:

s Conmutativo: U+ W =w+ 7
s Asociativo: U+ (W+ ) = (0+ W) + 4

w
= Existencia del Elemento Neutro: 30: 7+ 0 =0

+7=0, VieV
= Existencia del Inverso Aditivo: V& € V,3! =7 € V / 7 + (=) = 0, donde 0 es el Elemento Neutro de V

Producto por Escalar :

» Existencia del Elemento Neutro: 31 € K/ 1-9=9,V9 €V

» Asociatividad de Escalares: (A - p) - 7= A+ (p - ¥)

= Distributividad Respecto Suma de Escalares : 7'+ (A +p) = A - 0+ p - ¥

= Distributividad Respecto Suma de Escalares : A - (74 @) = A - 4 A - @

Definicién: (Combinacién Lineal)

Un vector ¥/ de V se dice Combinacion Lineal de los vectores 1, - - - , iy, de V, si existen escalares Ay, - -+, A\, de K que

cumplen que:
n
U= g i - U
i=1

LLL. Generadores

Definicion: (Sistema de Generadores)
Sea Vesun KEV.y G C V, entonces G es un generador de V, y lo notamos (G) = V si todo elemento de V es una
combinacién lineal de G

Notemos que esto es lo mismo que decir que, si tengo un par de vectores de V que al sumar multiplos de estos
siempre me dan un vector que vive en V, entonces, a partir de esos dos vectores puedo obtener cualquier vector del espacio
vectorial V. Ademds, sabemos que esos vectores forman un subespacio de V pues estan dentro de V.

Definicién: Dado S C V, vamos a considerar:
<S>{ZA,@ :neN, 7 €S, )\ieK}
i=1

1.2, SubesPacios

Definicion: (Subespacio)
Sea V un K-EV. Entonces, un subespacio W en V es un subconjunto de V (Es decir, W C V) si cumple que:

= 0eW

s 0, 0€eW = 7+07eW
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s N eKveW
Teorema: (SNT C V)

Sea V un espacio vectorial sobre K. La interseccién de cualquier coleccion de subespacios de V es un subespacio de V.

Observacién: (SU T g V)
SiVesun K-EV. y S AT son subespacios de V, enténces S U T no es necesariamente un subespacio de V.

Observacion: Si (SUT) es un subespacio de V'y es el menor subespacio de V que contiene a ambos (Sy T, en general, si Sy T
son subespacios de V, entonces definimos:

S+T={0+w:veSyweT}
Resulta que S 4 T es un subespacio de Vy ademas S + T = (SUT)
Definicién: Decimos que V = S @ T es la Suma Directa, si se verifica:
L V=S+Tesdecir,7€V,5€S,t€T = §=5+¢, V7
2.SNT = {0v}

I.3. Bases y Dimensiones

Definicidén: (Dependencia Lineal)
SiVesun K-EV. Un subconjunto S de V se dice Linealmente Dependiente, si existen vectores distintos ¥y, - - - Uy, de S y
escalares Ay, - -+ , A, (no todos nulos) de K, tales que:

i=1
Luego, se dice que los vectores son Linealmente Independiente, si:
0=> X-# = X\ =0, Vie[ln]
i=1

Definicién: Sea V un K-ev y B C V.Decimos que B es una base de V si:
L V=(B)
2. B eslinealmente independiente

Proposicion: Besbasede V < todovector ' € V puede escribirse de manera tnica como combinacién lineal de elementos

de B.

Proposicion: Sea V un K-evsupongamos que V = (01, - - - , ¥.) y que {1, - - - , W5} C V esun conjunto linealmente, entonces

resulta que s <7

Teorema: Si'V tiene una base finita, entonces toda otra base de V es finita y tiene n elementos.

Definicion: Sea VunK-ev.Si B = {1, - - , Uy, } es base de V, decimos que V tiene dimensién n y lo notamos dimx (V) = n.
Teorema: Todo espacio vectorial # @ tiene una base.

Proposicion: Dado {71, - -+ ,¥s} = X tal que (X) = VentoncesY C X talque Y = Bx

Proposicion: Dado {0, - -+ , W} = X tal que X C V tal que estos son linealmente independiente, entonces existen vectores

Wet1,- -+, Wy en'Vtal que {1, - -+, Ws, Wyy1,- -+ , Wy} esbasede V.

Proposicion: Dado V donde Sy T son subespacios de V, supongamos que V es de dimensién finita. Entonces:
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Teorema: (Teorema de la dimensién)
Sea V un K-evy sean Sy T subespacio de dimensién finita, entonces:






2  Transformaciones Lineales

2.I. Transformaciones Lineales

Definicion: (Transformacién Lineal)

Sean Vy Wdos K-EV.y f : V — W. Se dice que f es una Transformacién Lineal (t.1.),siV 71,72 € V, A € K:

L f(01+02) = f(0h) + f(¥2)
2. f(A-11) = A~ f(1h)
Sif:V = Westl, entonces f(0Ov) = Ow, ya que:

f(Ov) = £(0-0v) =0 f(Ov) = Ow

Proposicion: Dada f : V — W, t1vale lo siguiente.

L. SiSesunsubespaciode V. = f(S) es subespacio de W.
2. SIT esun subespaciode W = f~*(T) es subespacio de V.

Proposicion: Sean Vy W dos K-EV.y supongamos que dimk (V) = n.Sean {v1, - - - , v, unabasede Vy {wy, - - -

W, entonces existe una tnica transformacién lineal f : V — W tal que:
f)=w; ,¥V i,1<i<n

Definicion: (Monomorfismo y Epimorfismo)

s wpt €

L. Sea f : V — W una transformacién lineal. Decimos que f es un Epimorfismo si es sobreyectiva, es decir si I f) = W

2. Sea f : V — W una transformacién lineal. Decimos que f es un Monomorfismo si f es Inyectiva, es decir, si f(7) =

f(’l72) = U =0, VU EV.
Dada f : V — W las dos condiciones siguientes son equivalentes:

I. f es Monomorfismo.

2. Si f(7) = 0w = 7 =0y

Definicion: (Isomorfismo) Sea f : V — W t.l Decimos que f es un Isomorfismo si es un epimorfismo y a su vez mono-

morfismo.

Definiciéon: (Nicleo) Sea f : V — W tl1El Nucleo de f se define como:

Nu(f) = Ker(f) = {7 € V/f(7) = 0w} = f~ ({Ow})

f monomorfismo < Ker(f) = {6\/}

Proposicion: Sea f : V — W, t1 Entonces:

I. Si X esun conjunto de generadores de V, entonces f() es un conjunto de generadores de Im( f).

2. SiX C Vesliy f es un monomorfismo, entonces f(z) es un conjunto Li. de W.
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Corolario: Si B es base de V, entonces f monomorfismo = f(B) es unabase de Im(f)
Corolario: Si f es un isomorfismo, entonces f manda bases de V en bases de W.

Teorema: (Teorema de Dimensién) Sean V, W dos K- EV., V de dimension finita y sea f : V. — W, tl. vale la siguiente
formula:

dimg (V) = dimg(Ker(f)) + dimg (Im(f))

Corolario: Sea V y W dos K-EV. de dimensin finita n son equivalentes:

I. f es Isomorfismo
2. f es Epimorfismo

3. f es Monomorfismo

2.2. Matriz de Una Transformacidn Lineal

Definicién: (Cambio De Base)
Sea V un K-EV. de dimension finita nn y sea una base B = {v1, - , v, } una base ordenada de V. Dado un vector 7 € V,

sabemos que oy, -+ o, €K /T = E oG Vs .
i=1
Decimos que oy, - - -, v, son coordenadas de ' en base By escribimos [v]p = (a1, - -+, o)

Observacion: Sidimg(V) = ny B = {v,--- ,v,} es una base ordenada de V, podemos definirla tl. ¢ : V — K" como
sigue: ¢(v;) = e;, 1 < i < n.Es facil ver que ¢ es un isomorfismo porque manda una base en una base.

Definicién: Se llama matriz de f en las bases By, Bs a
(flBiB, = (i) 1<i,5<n
Ahora,si By = B> = [f]p,B, = [f]B,
Proposicion: Sean V, W dos K-EV. de dimensién finita con bases By, Ba. Sea f : V — Wunatl Vv € Vvale

[f]Bl,Bz ! [17]31 = [f(ﬁ)]BQ

Observacion: Dados tres espacios vectoriales U, V, Wy f : U = Velyg : V — W, cl la composiciéngo f : U — W
tambien es una t.l.
Siademds, dimU = r, dimV = n, dimW = ny By, By, B3 son bases de respectivos K-EV.

= [go f]Ble = [9]3233 ) [f]Ble

Corolario: Si f : V — W es t.l. inversible, entonces:
[f71]3231 = [f]]g’llBg
Observacién: SiV =W = C(By, B2) = C(Bs, Bl)_1
Proposicion: V, W dos K-EV. dimx (V) = n, dimx (W) = m. f : V= W, tl con By, B} bases de V'y By, B bases de W

= [flBiBy, = C,ny " [f1B:1B, - OBy By

Definicion: (Proyectores)
Decimos que unatl p : V — V es un Proyector si p?=p

Observacion: Supongamos que Sy T son subespacios de Vyque V=S @ T = Junproyectorp:V — V / Ker(p) =Sy
Im(p) =T.
Notar: Para dados Sy T el proyector p es tnico



3  Determinantes

3.. Formula del Determinante

Dada una matriz A € K"*", sean Cy, - - - , C,, las columnas de la matriz, entonces definimos:
det(A) = det(Cy,- - ,Ch)

Existe una formula que permite calcular el determinante.

Paraello,sil < i < n,sea A(i|1) la matriz en K(m=1*("=1) obtenida a partir de A eliminando la fila i y la columna 1.
En general,si 1 < j < n, A(i|j) denotara la matriz obtenida de A eliminando la fila i y la columna j.

Luego, para el determinante vale la siguiente formula:

n n

det(A) =Y (=1)F a1 - det(A(i[1)) = Y (1) - ay; - det(A(1]i))

=1 i=1

3.2, ProPiedades del Determinante

Propiedad: Sea A € K™*", vale :
det(A) = det(A")

Propiedad: Si A € K™*™ es una matriz triangular superior o inferior, entonces:

det(A) = ﬁ (0777
i=1

Propiedad: Si A, B € K"*", entonces:
det(A - B) = det(A) - det(B)
Corolario: Si A es inversible, entonces:

det(A) #0 A det(A™') = (det(A))~*

3.3. Adjunta de una Matriz

Dada A € K"*™, vamos a asiciarle una matriz que va a llamarse matriz adjunta de A, que sirve para calcular A~ (siesta
existe).
Definicion: Sea A = (a;;) € K"*", laadjunta de A es la matriz adj(A) € K™*", tal que:
(adj(A))i; = (=1)"7 - det(A(j]i)

Propiedad: Sea A € K"*™. Vale que A - adj(A) = det(A) - Id,. Luego, si det(A) # 0, entonces:

_,_ adj(A)
AT = det(A)

10






4  Autovalores y Autovectores

4.1, Definicion y Propiedades
Definicion: Una matriz A € K™*", A = (a;;), se dice diagonal, si:
ai; =0 YV i#j
Definicion: Dos matrices A, B € K™*" se dicen Semejantes si existe C' € K™*"™ inversible tal que:
A=C-B-C™!
Definicion: Una matriz A € K™*" se dice Diagonalizable si A es semejante en una matriz diagonal.

Definicién: Una transformacién lineal f : K™ — K™ se dice diagonalizable si existe una base ordenada de K™ tal que [f]5 es

diagonal.

Observacion: Notar que para toda base B” de K™, [f] s sera diagonalizable si f lo es.
Del mismo modo, si V es un K-ev de dimensién finitony f : V. — V es una transformacién lineal, decimos que f es
diagonalizable si existe BB base ordenada de V tal que [f]  es diagonal.

Definicién: Sea f : V — 'V una transformacién lineal de dimension finita. Dado @ # 0, con @ € V, decimos que ¥ es un
autovector de f siexiste A € Ktal que f() = X - 7.
En este caso diremos que A es autovalor de f (y que ¥/ es autovector de f de autovalor ).

Observacion: Sea f : V — V; dimg (V) = n. f Se dice diagonalizable < existe una base B de V formado por autovector de
/.

Definicion: Sea A € K™*". Se llama Polinomio Caracteristico de A (y se escribe x 4) al polinomio:
XA(\) = det(\ - Id, — A) € K[\
Observacion: Si A € K™ ™, x 4(A) es un polinomio de grado n con coeficiente principal 1.

Definicién: Si f : 'V — V transformacion lineal de dimensién n, se llama Polinomio Caracteristico de f a x[f],, (A), donde B
es una base cualquiera de V.

Propiedad: Sea A € K" ™ ysean Ay, - - - , A, autovalor distintos de A entonces:

VAjU(V)\l+V>\2+"'+V)\j_1+V)\j+1+"'+V>\T):{O} , Vi, 1<j<r

Corolario: Sea§ = Vi, + -+ - + V), subespacio de K", resulta:
S:VM@"'@VAT
Teorema: Sea A € K™"*" ysean Ay, - - -, Ay todos los autovalores distintos de A en K, soon equivalentes:

I. A diagonalizable en K™*"
2. K" =ai_Vy,

T

3. xala) = H(a — )", conn; =dimg(Vy,); ¥V i€[l,r]

=1

12






5 Diagonalizacio'n
5.1. Polinomios Minimales

Dada una matriz A € K"*™ y un polinomio p(x) € K[z], definimos la evaluacién de p(x) en A como:
p(A) = a4 A, €K™
i=0

Donde, por definicién se tiene que :

A° = 1d,, e K™

Por otro lado, si tenemos una transformacién lineal f : V — V, definimos:
n
p(f) =Y ai-f
i=0

Donde, se tiene que :
L f9=Idy
2. Ademis,V k € N,setieneque: f*=fofo---of
—

k veces

Dado A € K™*", existe un polinomio p(z) € K[z] tal que p(A) = 0

Sip(A) = 0y a, es el coeficiente principal de p(x), entonces:

Entonces s(z) es un polinomio que se anula al evaluarlo en Ay su coeficiente principal es 1, es decir que es un polinomio monico.
Dado un polinomio ¢(x), si dividimos a ¢(x) por m(x) escribimos:
t(x) =m(x)- qlz) +r(x); conr(z)=00gr(r(z)) < gr(m(z)
- =~
Cociente  Resto

Si ahora evaluamos en ambos lados por A, resulta entonces:

0= t(A4) = m(4)-q(4) +7(4) . r(4) =0
=0

Pero como r(x) = 0o r(x) tiene grado menor que el de m(x) la tnica posibilidad es que r(z) = 0. Por lo tanto, m(x)
divide a t(z).

En resumen, m(x) es un polinomio monico, tal que m(A) = 0.

Luego, m(z) es de grado minimo con estas propiedades y si t(x) es un polinomio tal que £(A) = 0, entonces m(z) divide
at(x).

m(z) es tnico y lo escribimos m 4 (x).
Sean A, B € K"*". Si Ay B son semejantes, entonces, dado p(z) €€ K[z], (p(A) =0 < p(B) = 0.
Corolario: SiA ~ B(~ = semejante), entonces m4(r) = mp(x).

Definicion: Dadis V, K-ev de dimensién n, B una base ordenada de Viy f : 'V — V una transformacién lineal, se define el
polinomio minimal de f como my = mjy),,.

14
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Proposicion: Sea A € K"*" ysea A € K, entonces A es autovalor de A < Aes raizde ma(x), o seama(A) = 0.

5.2. Polinomio Minimal de un Vector

Dada A € K"*", ¢ € K", resulta que :

Luego, se tiene que:
T = {p(z) € K[z]/p(x) es monicoy p(A) - ¥ =0} # &

Definicion: Dados A € K"*"y ¢ € K", el polinomio minimal de @' para A (notandolo m 4, () ) es el polinomio de menor

gradode T.

Proposicién: Sea A € K"*™ ysea B = {v1,- -+ , vy} unabase de K", vale que:
me(x) = min{ma ., (x),i=1,--- ,n}

Teorema: (Hamilton - Cayley)
Sea A € K™"*™y x a(z) el polinomio caracteristico de A, entonces m 4 (z) divide a x 4 ().

Notemos que el teorema anterior es equivalente a que x4 (A4) = 0

Corolario: Valen los siguientes resultados:
L grima(z)) <n
2. Sigr(ma(x))=n = ma = xa

3. Siexiste ¥ € K" /ma ,(z) = n, entoncesma ,(x) = ma(z) = xa(z)

5.3. Un Criterio de Diagonalizacién Usando el Polinomio Minimal

Sea A € K"*™y x a(x) el polinomio caracteristico de A. Si x 4 se factoriza linealmente en K[z] y tiene todas
sus raices simples, entonces A es diagonalizable.
pl t A es diagonalizabl

Proposicion: Sea A € K™*", entonces A es diagonalizable en K™ si y solo si m 4 tiene todas sus raices en K y son simples.

I5



6 Espacios con Producto Interno

Vamos a centrarnos en los cuerpos R y C.

6.I. Producto Interno

Definicion:(Producto Interno) Sea V un K espacio vectorial. Un Producto interno de V es una funcion ® : VxV = K,
talque:

LVaeKVU,w,zZeV

3. @(0,7) >0, stv#0

Notar que ®(¥, 7)) = ® (¥, ¥). Luego ®(¥, ¥) € Ry tiene sentido preguntarse si es positivo o negativo
Notacion: En general, vamos a usar (, ) : V x V — K para productos internos.

I. Si® esun Producto Interno V ¥, w, 2 € V

» Do, w+z2) = P(w+ 2,v) = P(w,v) + P(2,v) = P(v,w) + P

s O(v, aw) = Plaw,v) = a- P(w,v) =a- P(w,v) =a- P(v,w

Definicién: (Norma) Se define la norma de ¥/ al producto interno ||7]| =< 7,7 > 3,
Propiedad:(De la Norma) Sea (V, (, )) un EVPL

LY veV,
2. Dadosa € Kyv €V,
3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: V7, € V, [(, )| < ||7]] - |||
4. Desigualdad Triangular: V7, € V,
Definicién: Sea V un K-EVPL Sean ¢, w € V. La distancia entre los vectores o/, 1 de V es:

d(¥,w) = || — |

20y [[7=0 & 7=0

atl| = |a - ||7]]

|7+ || < [[7]] + []]

L||G—b] >0,V #, eV

2. ||[F—w]| =0 & T=u

3|9 — | = [|@ — 9|

4. |7 =2 < |7 — ]| + || — 2]

Definicion: Sea (V, (,)) un espacio euclideo. Sean ¥/, 1 € V ambos no nulos. El 4ngulo entre @'y 1 es el tnico o € [0, 7]
UR tal que:

(U, w)
cos (@)
5] - [
|9+ @]|* = [[7]]* + [[@]* + 2(7, @) = [|3]]* + [[@0]]* + 2 cos (a)[|7]] - |||

16
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6.2. Matriz de un Producto Interno

Supongamos que tenemos V un EVPI de dimensién finita. Luego, dada una base ordenada B = {v1,- -+ , v, } y queremos
asociar al producto interno con la base sobre una matriz.

Definicién: Se define la matriz del producto interno (,) : V x V — Kenla base B como sigue:

() B))iy = (0,70;) (1<i,j<n)

Si A =[(,)B], entonces A;; = Aj;,V1,J.
Sin embargo, como vimos, esta condicion no es suficiente para que A sea la matriz asociada a un producto interno en alguna
base.

Proposicion: Sea V un K-EVPIy sea B una base de V para cada ¢/, @ € V, vale:

(0,4) = [0]5 - [{,)] - [

6.3. Ortogonalidad

EnRR2, sabemos que dos vectores con ortogonales (es decir, perpendiculares) si forman un dngulo recto, es decir, un 4ngulo
cuyo coseno se anula.
Ya definimos el dngulo entre dos vectores de un K-EVPI podemos entonces considerar la nocion de perpendicularidad.

Definicion: Sea (V, (,)) un KEEVPL Dos vectores ¥/, @ € V se dicen ortogonales o perpendiculares si (7, ) = 0.
Notacién: ¥ L W
Si¥ L @, entonces || + @|[? = ||0]|? + ||w]|* (Pitagoras)
Mis en general, un conjunto culquiera de vectores de V se dira Ortogonal si dos vectores culesquiera del conjunto son
perpendiculares.

El conjunto se dira Ortonormal si es ortogonal y todos los vectores del mis, mo tienen norma 1, es decir:

Vi, ieX, sit# @ = (0,40) =0y ademasV T e X, ||7] =1

Proposicion: Sea (V, (,)) un EVPIy sea {v1,-,v,} C V un conjunto ortogonal. Supongamos que v; # 0, V i, entonces

el conjunto {vy, -, v, } es Linealmente Independiente.

6.4. Metodo de Ortogonalizacién de Graham - Schmidt

Sea (V, (,)) unEVPIysea {v1,-, v, } unabase de V. Existe una base ortonormal (BO.N) B = {w1, - ,wy, } talque V, j
1<j<n:

<7)1,"',Uj> = <’LU17"',7U]‘>
———— ———
Subespacio generado Subespacio generado

Corolario: Sea (V, (,)) un EVPI de dimensién finita. Sea S un subespacio de V, S # {0}. Entonces, existe una BO.N de
V que contiene una BON de S.

6.5. Complemento Ortogonal
Si(V,(,)) esun EVPIy S es un conjunto de V, vamos a considerar el conjunto:
St={veV:915,V5cS}

Definicién: ST se llama el complemento oronormal de S.

17



Resumen Teorico De Algebra Lineal - Matematicas 2 Ezequiel Remus

Observacién:
L. S* es un subespaio de V.
2. St =(St)
Proposicion: Sea (V, (,)) unEVPIy sea S C V un subespacio, entonces:
L SNSt = {0}y
2.8+8+=V
3. (SH)t =S
Luego, S ® S* y en particular dim(S) + dim(S*) = dim(V)

6.6. Proyeccion Ortogonal

Dado un EVPI (V, (,)) de dimensién finita y un subespacio S C V. Sabemos que V = S & S*. Se define la proyeccién
ortogonal Ps : V — V sobre S como:

Ps(0) = Ps(3+1) =5, siv=5+tconsecS,iecSt
De otro modeo, si B = {v1, -+ ,0p, Upy1,- - ,Upn} esunaBONde V,con {v1,--- ,v,.} basede Sy {vy 41, , v, } base de

n N AR 1<i<r
S ,entoncesPS(Ul)—{ 0 ril<i<n

Observacién: Ps + Pyr = Idy

Podemos definir entonces la distancia de un punto del EVPIV a un subespacio S.
Definicién: Dado ¥ € S; d(0,S) = Inf{d(¥,8) : §€ S} = Inf{||v —5]| : §€ S}

Proposicion: d(¥7,S) = ||v — Ps(7)||

6.7. Adjunta de una Transformacidn Lineal

Fijamos V un EVPI de dimensién finita, (, ) el producto interno. Sea f : V — V una transformacién lineal, vamos a definir

f*:V = Vliaadjunta de f.

Definicién: Dada f una transfprmacién lineal. La adjunta de f es una transformacién lineal f* : V. — Vtalque V, ¥,% € V.
(f(9), @) = (@, f* ()

Proposicion: Sea (V, (,)) EVPI de fimensién finita y sea B una B.O.N de V. Entonces:

[f*18 = ([f]B)’

6.8. Transformaciones Autoadjuntas

Sea (V, (,)) un EVPIU de dimensién finitay f : V — V una Transformacién Lineal. Sabemos que f* : V. — Vesla
unica tltal queV 0,4 € V, (f(V), @) = (7, f*(0)).

Definicion: f : V — Vtlse dice Autoadjuntasi f = f*. Es decir, si

VO,@ eV, (f(7),d) = (7 f(D))

13
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Proposicion: Sea (V, (,)) un EVPI de dimensién finitay sea f : V — V. Son equivalesntes:
I. f esautoadjunta

2. Si BesBO.Nde V, entonces [f] 5 es hermitiana (si K = C)

3. Existe B una BONde V tal que [f]p es hermitiana.

Definicion: A € R™*™ se dice simetricasi A;; = Aj;,V 1 <14, 5 < n.Equivalentemente A = At

is
Definicién: A € C™*" se dice hermitiana si Ajj—a5; V 1 < 4,5 < n.Equivalentemente A = A*
Proposicion: Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finitay f : V — V tl entonces:

L. X tiene todas sus raices en R

2. Existe una BON B de V tal que [f] es diagnal con coeficientes en R, es decir, que en particular existe una BO.N de V
formada por autovectores de f.

Observacién: Notemos que, dada A € Mn(C) hermitiana, resulta que latl f : C" — C" dada por fa(7) = A" es
autoadjunta y por la propiedad anterior existe una B.O.N de C™ tal que [fa]p = D es diagonal real y entonces:

D =Cgp-[fale-Cpe

Como E'y B son BO.N de C" con el producto interno canonico. Vemos que:

(Cpp)is = (Cep)ij = (€,0:) = (U:,&) = (Cr)ji = (Cr )ij = (Chr)ij

Luego: 01;113 =Cgg
Del mismo modo, si A € Mn(R), resulta C, = Ch

Definicién:
= Unamatris U € Mn(C) se dice unitaria si U es inversibley U~ = U*
= UnamatrizO € Mn(R) se dice ortogonal si es inversible y O~ = O*

Observacion: Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finita y sean By B’ BONde V, etonces Cpp’ es unitaria (si K = C) y respec-

tivamente es orcogonal (siK =R).

6.9. Transformaciones Lineales Normales

Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finitay f : 'V — V una tl Decimos que f es Normal si existe f* : V. — Vy ademis
[fof=fof"
Proposicion: Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finitay f : V — V una t1Normal, Sean 7 € Vy A € K. Son equivalentes:

I. ¥ esautovector de f de autovalor A

2. ¥ esautovector de f* de autovalor A

Teorema: Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finita. Si f : V — V es una t.I Normal, entonces existe una BO.N B de V
formada por autovectores de f y por lo tanto f es diagonalizable en una BO.N

Corolario: En las mismas hipotesis del teorema, son equivalentes:
I. fesnormal

2. Existe B una B.O.Nde V formada por autovectores de f
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6.10. Transformaciones Lineales Unitarias/Ortogonales

A continuacién vamos a ocuparnos de aquillas t.1. en un EVPI que preservan el producto interno (y por lo tanto preservan
la norma). Se puede pensar en ellas como en transformaciones lineales rigidas.

Teorema: Sea (V, {,)) EVPI de dimensién finita. Si f : V — Vesunatl
I. Existe BON B de V tal que f(B) esBONde V

Af @), f(@)) = (0,8, ¥ G0V

3. ¥ BONBdeV, f(B) esBONde V

@I =117

5. f o f=fof*=Idy

Una transformacién lineal que satisface estas propiedades se dice unitaria (si K = C) o bien ortogonal (si K = R)

\S}

~

, VvV veV

Proposicion: Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finia y sea B BON de V, entonces f es unitaria (o ortogonal) siy solo si [f] 5

es unitaria (o ortogonal)

Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finia. SiK = Ry f : V. — V es una transformacién lineal ortogonal y A € R es
autovalor de f entonces |A| = 1

Sea (V, (,)) EVPI de dimensién finia. SiK = Ry sseaS C V un subespacio f-invariante con f : V — V es una

transformacién lineal ortogonal, entonces St tambien es f-invariante.
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7 Formas de Jordan

Sabemos que no toda matriz es digonalizable. Por lo que buscamos un procedimiento que nos permita, dada una matriz
A € Mn(K) encontrar una matriz B semejante a A (o sea tal que exista C' € Mn(K) inversible con A = C~' - B - C) de
modo tal que B se acerque lo més posible a una matriz diagonal y que en el caso en que A sea diagonalizable, B sea diagonal.
Para eso vamos a pedir que el polinomio minimal de A, m 4, tenga todas sis raices en K. Notemos que esto es siempre cierto si

K=C, perono lo es aveces cuando K = R.
.

Sabemos que, cuando A es diagonalizable, si x4 = H(:I: —Xi)i con Ay # Nj,sii # j,n; € Ny Z n; = n, entonces

i=1 i=1
podemos elegir:
A 0
0
0 M
B =
Ar 0
0
0 A

Es decir, que B es una matriz de bloques diagonales, \; - Id,,, xn,; y que hay una base de autovectores.

En el caso general, B tambien va a ser una matriz de bloques casi diagonales y los bloques vana corresponder a autovalores,
pero la base no va a estar compuesta solo de autovectores.

Vamos a ir considerando casos cada vez mas complicados hasta llegar al resultado general.

7.1, Partel

Sea f : V — V una transformacién lineal (V un espacio vectorial de dimension finita). Supongamos qeu f es nilpotente
(es decir, existe | € N/ fl = 0)
Definicion: El indice de nilpotencia de f es min{ f L=0} =1

Proposicion: En las condiciones anteriores, hay inclusiones estrictas:

0C Ker(f) ¢ Ker(f?) -+ ¢ Ker(f™') ¢ Ker(f)) =V

Teorema: Sea V tal que dim(V) = ny f : V — V transformacién lineal nilpotente de indice [. Existe una base B de V tal
que:
Ji 0
Ja
1B = '
0 Jr
Donde, para cada, 1 <4 < r, J; es un bloque de Jordan nilpotente de tamafio n; X n;yl =ny > ng > --- > n,
Proposicion: Sea f : V — V una tranformacién lineal nilpotente de indice I. Sea din(V) = n.El bloque de Jordan mis grande

que aparece en A es de tamafio [ x [. Ademds, para cada i tal que 0 < ¢ < [ — 1, la cantidad de bloques de Jordan de tamario
mayor a i que aparecen en A es:

bi = rg(A’) — rg(A™")

En particular, la cantidad de bloques de Jordan que aparecen en A es:

bp =n—1rg(A) = dim(Ker(A)) = dim(Ker(f))
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Corolario: Para cada 4, 1 <4 < I,la cantidad de bloques de Jordan de Tamario i que aparecen en A es:
Ci =rg(A™ —2rg(A") +rg(A"™1))
Teorema: Sean A, B € K™*"™ matrices nilpotentes. Sean j y J' sus respectivas formas de ]ordan, entonces, A es semejante aB

siysolosiJ = .J'

7.2. Parte?2

Vamos ahora al caso general (siempre suponiendo que el minimal tiene todas sus raices en K). Vamos a suponer primero
que ]f es tal que su polinomio minimal tiene una unica raiz. Sea entonces f : V — Vtalque my = (X — A\)! conl < n.

Entonces (f — A+ Id)! = Opero (f — A Id)'~! # 0. Porque vimos en la parte anterior, como g = f — A - Id es nilpotente
de indice [, existe una base B de V tal que

J1
Jo
[f =A-Id|p =
Jr
es una forma de Jordan nilpotente donde paracada 1 <i < r,J; € Mn;(K)yl =n1 > ny > --- > n, Notemos que

fle=1f—-X-Td+X-Idp=[f-A-Id+X-Id

Y por lo tanto

A 0
J(Av 711) .
[fle = con J(A\n;) = L € Mn;(K) (Blogue de Jordan)
J\ n, R
) 0 1 A

Definicion: Dada J € Mn(K) decimos que .J es una forma de Jordan (o matriz de Jordan) si:

Jo 0 - 0 "
JOunly . 0
J= 0 J2 ' con J; = :
: -V 0 - JOun?)
0 --- 0 J.

Paracadai,1 < ¢ < scon ngi) > ng) > .. nﬁ? yAi # Ajsii # j.Osea, cada J; estd formada por bloges de Jordan de
autovalor \; ubicadas sobre la diagonal.

Teorema: Sean V un K-ev de dimensién finitay f : V — V una transformacién lineal tal que m s tiene todas las raices en
K. Entonces, existe una base B de V tal que [f] g es una matriz de Jordan.

Corolario: Toda matriz A € Mn(C) es semejante a una matriz de Jordan.

Sean V un K-ev de dimensién finitay f : V — V una transformacién lineal. Escribimos my = P - @, donde P,Q €
K[X]y MCD(P,Q) = 1. Entonces:

I Ker(P(f))y Ker(Q(f)) son subespacios f-invariantes de V
2. V=Ker(P(f)) ® Ker(Q(f))

3 Mficerieiy =L Y Mhixeaiy = @
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