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1. Ley de Biot-Savart

El campo magnético generado por una corriente I se puede expresar de la siguiente manera:
_ po [ Idlx (F—7)
B(r)=— | —————
() 4 / |7 — 7]
donde:

= 7"es el punto campo (donde queremos calcular el campo magnético).
= 7 es el punto fuente (donde estd la corriente fuente del campo magnético).

= 1o = 471077 N/A? es la permeabilidad del vacio.

= Las unidades del campo magnético son los T'esla = %

Cuando la fuente del campo magnético es una distribucién de corriente en volumen j, el campo magnético se puede

expresar de la siguiente manera:
= jdv' x (7 — i
By = o [1V < (F=T)
4 |7 — 7]
mientras que si la fuente del campo magnético es una distribucién de corriente en superficie g:

L e [§dS X (F— 7
Mﬂ=iﬁ/———i——l

2. Fuerza de Lorentz

La fuerza sobre una particula cargada con carga q en presencia de campo ¢ en presencia de campo eléctrico E y campo
magnético B se puede escribir:

F=q(E+7x B)
En particular, si tenemos un cable por el cual circulo corriente I en presencia de campo magnético externo la expresion
anterior se reduce a:

P / di'% B.,,

A su vez, la fuerza sobre una distribucién de corriente en superficie g, en presencia de un campo magnético externo se
puede escribir :

F= /g’dS X Bogt
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mientras que si tenemos una distibucién de corriente en volumen j :

F= /j’dv X Byt

3. Ley de Ampére

Se usa la Ley de Ampére para calcular el campo magnético en casos de distribuciones de corriente que tienen alta
simetria. Comencemos recordando la Ley de Ampere:

f g(mdf: tolene
C

donde ., es la corriente encerrada por la curva de circulacién C. Es importante recordar que como en el teorema de
Stokes tenemos que definir una orientacion para la superficie por la cual circula la corriente y esta orientacion tiene que
estar relacionada con la circulacién del borde de la superficie, es decir la curva cerrada C. Vamos a elegir la regla de la
mano derecha.

4. Momento Dipolar Magnético

Similar al caso electrostatico, en magnetostatica se puede hacer una expansion multipolar en el potencial vector A

donde B = V x A. Esta expansion no posee término monopoldr y es un poco mas complicada ya que A es un vector y
no un escalar como el potencial eléctrico V.

El primer término en la expasion es el dipolar:

- o m X 7
A~ = .
R
Donde 1 es el dipolo magnético:
1 [
n== I Idl
m= / T
En general, se puede escribir:
m = TAn

El campo Adeu dipolo ideal situado en 77 se puede escribir como:

A—» _M()mXT—’I’O
dip="—"—"5 =73
Pgn |7 — )3

Y a partir de la relacién B =V x A se obtiene el campo magnético de un dipolo ideal situado en 7:

Buip(?) = £ 3(m(r—ro))(F—ry) M
v dm (7= 70)[° (7= 7)?

Si el dipolo esta situado en el origen 7y = 0, entonces:

no1

Baip(F) = yRarE (3(m - )7 — m)

5. Medios Materiales Magnéticos

A nivel microscopico en un material magnético se generan corrientes pequefas generadas por electrones. En ausencia
de campo magnético externo, estas corrientes estan orientadas al azar, de manera que se cancelan y el campo magnético
total es 0.

A nivel microscopico, se pueden considerar como mini dipilos magnéticos. Si colocamos el material en un campo

magnético, apareceran 7 = 1 X B que alineardn al menos parcialmente los dipolos con el campo, produciendo una
magnetizacion del medio. Existen diversas formas:

= Paramagnetismo: Alineacion de los dipolos paralela al campo B
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= Diamagnetismo: Alineacién de los dipolos anti-paralelta al campo B
= Ferromagnetismo: Alineacién permanente de los dipolos. Depende la historia previa del material.

Asi como hicimos en el caso de medios materiales en la parte de electrostati ca, vamos a definir un nuevo campo H
para materiales magnéticos.

La definicién de H es:

—

. B -
H=—-M
Ho

Donde, M es el campo de magnetizacioén. Las ecuaciones que cumple H son:
« Vx H = Moﬁ
= V-H=-V M

Fuentes de B y H Recordemos que V.-B=0, siempre.

Vol Sup
Y xE ftm :Jr{ +fm gtot- == gﬁ + gm

donde qu —V x M | donde Foi=— M x A
Je__ &
-V-M M- h

v
v .

I LTy

Figura 1: Cuadro de Fuentes

Asi como existen materiales dieléctricos lineales, también existen materiales magnéticos lineales. Dichos materiales
satisfacen la siguiente relacion

M =xnH
Y definiendo la permeabilidad x4 como:
= po(l+ xm)

Podemos obtener . .

B=uH
Notar que, si el material magnético es lineal y se cumple que ﬁ/x = 0, entonces:

V-H=(1/u)V-B=0
Lo cual nos permite usar un anilogo a la ley de Ampére para el campo H.
Haciendo una analogia con el campo eléctrico se definen las “cargas"de magnetizacion en volumen y superficie.
pm:—ﬁj\_j Um:]\;iﬁ

Donde 7 es la normal exterior al medio material magnetizado.

7{ Al = / / jid§ = Ieome

La ley de Amplére para el campo Hes:

6. Circuitos Magnéticos

Dado que la divergencia de B es cero, podemos usar el teorema de Stokes para calcular el flujo de campo magnético

/ﬁézj{ B.d§
Vv S=0V
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Esto nos dice que el B es constante a lo largo de un tubo de lineas de campo

B, -dSi = | B,-dS:
Sl SQ

Useless at this spot but functional.

Definicion de ¢

El flujo de campo B através de la superficie S esta dado por:

¢1 = ¢ = const

(La conservacion del flujo magnético es valida incluso si hay entrehierro)

Las fuentes de nabla x H son las corrientes libres, entonces usando el teorema de Stokes obtenemos que:
7{ Hdl= NI
c
Si el material es lineal se cumple que B = pH, entonces

%ﬁdf:fHdl:%ﬂdl:?{B—Adl:qﬁ KL
c c c M c HA c nA

Donde definimos Useless at this spot but functional.

Reluctancia

Haciendo una analogia con circuitos eléctricos, podemos ver que la corriente I “fuerza.?l flujo magnético ¢ a “moverse.?
través del nicleo del toroide. Actia como una fuerza magnetomotriz (en analogia a fuerza electromotriz, fem, de los
circuitos electricos). Entonces, definimos: Useless at this spot but functional.

Fuerza Magnetomotriz (fmm)

F:=NI
Recordando que:
}{ Hdl=NI=F
c
Y la definicién de reluctancia, llegamos a una ley andloga a la ley de Ohm
PR =F

Donde ¢ hace las veces de corriente, R de resistencia y F de fem.

Si tenemos como dato el nimero de vueltas [V del devanado, la corriente aplicada I, la permeabilidad del material
ferromagnético p, la circunferencia media [ y la seccién A del toroide, podemos despejar el flujo ¢ y los campos By H

ANT

o=
_ ¢ _ pNI
B=4=7
g_B_NI
" l

Notemos que debido a la ecuacién de la circulacién de H podemos escribir

Fffﬁ~df:0
C

4
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i

H i e PR =§

Figura 2: Analogfa circuital

Lo que nos da un andlogo a la ley de voltajes de Kirchoff
6—7{E-df:e+ZV:O
c

Algo de jerga:

= Se suele denominar al campo B Densidad de flujo magnético

= Se suele denominar al campo H Intensidad del campo magnético o simplemente CAmpo magnético

7. Calculo de la Fuerza Electromotriz

Es importante distinguir dos situaciones:

= El caso en que la f.e.m estd generada por la fuerza magnética:

e:/ﬁxédf

Ejemplo: Barra conductora con velocidad v perpendicular a un campo magnético

= El caso en que la f.e.m estd generada por un flujo de campo magnético variable en el tiempo, lo cual puede
deberse a (i) que el campo magnético varie con el tiempo o bien (ii) la superficie que estd atravesando el campo
magnético se modifica con el tiempo. En ambos casos:

> d [ = -
= - = — — B
TTu T T at // a5

Ejemplo:Espira en un campo magnético variable en el tiempo, circuito que se mueve con velocidad v en
presencia de un campo magnético estdtico perpendicular a la misma

8. Ley de Faraday

Recordemos que la tltima expresion estd relacionada con la ley de Faraday de la siguiente manera:

e:/ﬁ.df:/wﬁ.dgz/ T I I BT
dt dt dt

Useless at this spot but functional.

Ley de Faraday
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9. LeydeLenz

A veces no es obvio generar una intuicion sobre el sentido de la corriente inducida por la f.e.m. La ley de Lenz establece
una regla que nos permite anticipar el sentido de la corriente inducida a partir de la f.e.m dada por la ley de Faraday.
Useless at this spot but functional.

Ley de Lenz

La corriente inducida por la f.e.m. se opone al cambio de flujo de campo magnético sobre un lazo cerrado.

= Elflujo en la espira disminuye, por lo que se induce una corriente de forma tal que se compense esa disminucién
del flujo. O sea, se genera una corriente en sentido anti-horario si miramos de frente a la espira (nosotros
somos la barra).

= El flujo de la espira aumenta, por lo que se induce una corriente de forma tal que se compense el aumento de
flujo. Esto es, se genera una corriente en sentido horario si miramos la espira “de frente".

A su vez, es importante entender la relacion entre el signo de la f.e.m., la normal y la corriente inducida. Una vez
definida una normal:

= Si el signo de la f.e.m inducida es positiva, la corriente inducida tendrd la misma direccién que la normal.

= Si el signo de la f.e.m. inducida es negativo, la corriente inducida tendra la direccidon opuesta a la normal.

10. Inductancia

Dadas dos espiras C1, Co. Supongamos que por C; circula una corriente /1, la cual produce un campo magnético B,.
Dicho campo genera un flujo ¢, a través de Cy

=4

Figura 3: Esquema de la situacién

@:/Ed§
Luego, por Biot-Savart, sabemos que:
- di' x 7 _
Blzﬂfir:Blo(h:qﬁgoch
712

= ¢2 = M1 1h
Al coeficiente de proporcionalidad se lo denomina inductancia mutua

Por otro lado, recordando que:
Bl =V x Al

. I di;
A = Moty j{ aty
dm Je, |7

Donde
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Y recordando el teorema de stokes, se deduce que:

4y = Moh f 7{6“36”5
T an 71

Entonces, como dijimos que ¢o = M3, 7 entonces podemos definir:

Useless at this spot but functional.

Formula de Neumann

—

o dlydly
My =22
a=if ) 7

Propiedades:

= M es una cantidad puramente geometrica
= Vale tanto para calcular ¢ cuando cirlula por C; como para calcular ¢ cuando cirlula por Cs

Si la corriente que circula por C; varia, eso va a inducir una f.e.m en Cy debido a la ley de Faraday
_ @ - M dl

=g — My

Al mismo tiempo, esa corriente variable hace que B; varie y en consecuencia, también lo hace el flujo a través de C;.
Ese flujo tambien va a ser proporcional a I:
¢=1LI
L es el coeficiente de autoinductancia y tambien es puramente geométrico.
Dicha corriente variable tambien va a inducir una f.e.m en C; que se va a oponer a la variacion del flujo.

daI
= L=
¢ dt

11. Transitorios

La fuerza electromotriz que circula por un circuito esta dada por:

e—]{E~df:O
C

j[ﬁ-df:AvR—Avc
C

Luego, € = €pqt + €ing Con esto se obtiene que:

Entonces , tenemos que:
dI(t)

wt— L—" —RI(t)— <2 =0
Chat dt \,(_Z C
€ind AVRr AVe

Ademds, notemos que I(t) = d;(Q(t)) y di(I(t)) = d?(Q(t))
Reescribiendo la ecuacién diferencial de la forma mds familiar, se tiene que:

BQU) + Td(Q) + % _<

La cual tiene la forma de un Oscilador arménico amortiguado forzado.

Recordamos que las soluciones a estas ecuaciones diferenciales son combinaciones lineales de las soluciones particular
y homogénea Q(t) = Qp + @,

Si tenemos que: €(t) = epqr = cte = Q@p = cte Y para la solucion homogénea se propone:
Qn(t) = Ae*t. Entonces, las derivadas de Qj,(t) que necesitamos son:
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v di(Qn(t)) = AleM
= A7 (Qn(t)) = ANZe
Reemplazando en la ecuacién diferencial:

(@ (0) + L@ty + LW —

R
ANZeM 4 Z.A/\e)‘t + AeMCL =0
a2, B
Ae ()\ +L)\+CL> =0
Luego, como A = cte # 0y e* # 0; V¢ se obtienen raices de la forma:
2 1
R n R

T 2L V4L2 CL
Con esto, podemos ver que debemos distinguir entre varios casos particulares.

At

11.1. Sobreamortiguado (la raiz es positiva)

. o . 2
Este caso se cprresponde con tener dos raices reales distintas Ay y A_ y esto es porque: f‘ﬁ — & > 0 lo cual se

2 ., .
corresponde con el hecho de que f‘? > & Luego, la soluciéon homogenea tiene a forma:
Qn(t) = Asoe™' + Acer!

Donde A> sale de las condiciones iniciales

11.2. Sobreamortiguado (la raiz se anula)

Este caso se da si 24 — - = 0, es decir que 1y = -
2z ~ ¢ — Y que 372 = ¢FL

Luego, las raices son reales e iguales, las cuales valen:
R
- 2L
Pero, como necesito dos soluciénes linealmente intependientes, puedo probar con otra solucién, la cual es del tipo:
Qn(t) = Atet
Haciendo los pasos y resolviendo llegamos a una nueva @}, (¢) la cual nos dara como resultado:
Qnt) = Ase™ + Acte

S.original  S.propuesta

Ar = A

11.3. Subamortiguado (la raiz es negativa)

. . . 2 . .
En este caso, vamos a tener soluciones complejas debido a que 4}% — & < 0 Luego, como son dos raices complejas,

vamos a tener que una solucidn sera la conjugada de la otra, entonces:

A eC Ar =a=xid
La solucién va a quedar de la forma:

Qn(t) = Asoet @) 4 A etla=ib)

De lo cual para nosotros lo util sera sacar la parte real e imaginaria teniendo en cuenta la formula de euler: e
cos @ + isinf.

+i0 _

Recordando el tratamiento para los conjugados, se tendrd que:
Qn(t) = Asce™ cos bt + Ace™ sin bt

Es util reconocer grificamente los estados estacionario y transitorio
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Figura 4: Gréfica del subamortiguado

12. Repaso de Niimeros Complejos

Recordemos que si z = a + bi es un numero complejo, su expresion en forma polar es:

z = |z|e® |z] = Va? + b2 6 = arctan (b/a)
A su vez:
1 zZ
2 J2P
Recordamos que: Z = a — bi Y tambien recordemos que por De Moivre:
0

z = = cosf +isinf

Zz=e¢"" =cosf —isind

13. Circuitos de Corriente Alterna

Recordemos la ecuacion basica de la teoria de circuitos:
_ Q
€= RI+Ldt(I) + bl

donde € es la caida de tension en la fuente, R es la resistencia, L es la inductancia y C' la capacidad.

Derivando esta ecuacion se obtiene:

di(e) = Ray(I) + Ld3(I) + é

Ahora vamos a resolver un circuito donde € = €y cos wt. Una herramienta muy util es tratar tanto a la fuente como a la
corriente como nimeros complejos:
_ jwt
€ = €p€

J = Jge“”t
Donde, ¢; es un nimero real y Jy es un niimero complejo.

Aqui es muy importante entender que € y J no representan la caida de tension real en la fuente, sino que son herramientas
matematicas para facilitar la resolucién de los circuitos y estan relacionadas con estas ultimas:

V(t) = Re [e0e™"] = €o coswt
I(t) = Re [Joe™"] = Re [|Jole™"] = | Jo| coswt + 6
donde Jy = |Jo|e?® es un numero complejo.

Ahora, recordando:
I
di(e) = Rdy(I) + Ldf(I) + C
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y ahora metamos en la ecuacién las expresiénes complejas € = epe!®t y J = Joe'™t:

Joeiwt

C

iwege™! = iwRJpe™t — w?LJye'™t +

) . 1
iwepe™t = Jyett [in —w?l + C}
Dividiendo esta dltima ecuacién por sw obtenemos:
twt jwt - i
e = Jpe R+ iwl+ —
wC'

— —
Z

Es decir, que podemos escribir la ecuacién anterior:

6Oeiwt _ Zjoeiwt
Vamos a Definir: Useless at this spot but functional.

Impedancia

Z=R+iwl+—— =R+iX
wC

LY 1
Donde: X = wL — =

Admitancia

_Ll_ & .
~Z R+x2 'R+X°

Y

Conductancia

Parte Real de la admitancia

G=RelY]= 5o

Suceptancia

Parte Imaginaria de la admitancia
X

B=ImlY]=-ig=3

Luego podemos escribir las ecuacidénes de malla para la corriente compleja:
€ = Z ZZ JZ
i

Donde € = 606111)1‘, y Jz — JOie“Ut — |J0i|ezaemut — |J0i|ezwt+a

10
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13.1. Cosas utiles

Figura 5: Elementos que debemos emplear

Figura 6: Circuitos Basicos
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